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Day s6 Fibonacy va ddy Lucas dudc vi nhu “hai vi sao sang trong bau
troi rong 16n cac day sé nguyen”. Cac tng dung phong pht clia ching
tao nén tinh hap dan. Hon nita, cing véi sy dé dang danh gia cla céc
day s6 nay da thu hut dude sy quan tam ctia nhitng nha toan hoc chuyén
nghiép 1an khong chuyén. Tuy nhién, cac s6 Catalan tham chi tuyét voi.
N6 duge vi 1a giong nhu “Ngoi sao Bac cuc trong bau troi dem”, ching
13 4nh sang tuyet dep va tda sang trong bau troi toan hoc. Ching tiép
tuc cung cap manh dat mau md cho cidc nha Iy thuyét s6, dac biet 1a

nhitng nguoi dam meé s6 Catalan va khoa hoc may tinh.

Tu khi xuat ban ctia Euler vé bai todn tam gidc phan da dién 16
(nam 1751) va bai toan day dau ngoic don ctia Catalan (nam 1838), da
c6 gan 400 bai bao va cac van dé vé s6 Catalan da xuat hién trong an
pham dinh ky khac nhau. Chung toat ra vé dep va tinh phd bién ctia s6
Catalan.

Nhiéu nha toan hoc chuyén nghiép va khéng chuyén c6 thé biét day
Catalan, nhung c6 thé khong quen v6i vo sd syt xuat hien bat ngd, cac
ting dung thiét thuc, tinh chat, hodic cdc moéi quan hé tha vi va dang
ngac nhién trong s6 rat nhicu vi du ctia ching. S6 Catalan dugce st dung
trong nhiéu linh viyc nhu dai s6, s6 hoc, hinh hoc, 1§ thuyét do thi, ....
Xuat phat tit nhitng 1f do dé nén t6i manh dan chon dé tai: “S6 Catalan
va tng dung” dudi sy huéng dan ctia PGS. TS. Dam Van Nhi.

Day 1a mot bai tong quan vé sé Catalan va tng dung ctia né. Trong
luan van nay ching toi trinh bay lai mot vai két qua chéang han nhu ham
sinh thuong, s6 Catalan, tam giac Pascal, hé s6 t6 hop, ... Qua dé tai nay
gitp ngudi doc hiéu sau hon vé nguon goc va tinh chat ciia sé Catalan,
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thay dudce su phd bién cia s6 Catalan trong nhiéu bai toan dém khac

nhau cua toan hoc.

No6i dung ctia luan van gom hai chuong:

Chuong 1. Kién thitc chuan bi. Chuong nay trinh bay c6 hé théng
cac kién thiic co so, cac cong cu hd trg lien tiép nhau dé xay dung cong
thiic tong quat cta day dé quy bang phuong phap ham sinh.

Chuong 2. S6 Catalan. Chuong 2 1a noi dung chinh cta luan vin,
trong chuong nay, ching toi trinh bay day du tinh chat clia s6 Catalan.
Mot sé tng dung tiéu biéu ctia sé6 Catalan bao gom dém s cay do thi,
dém s6 phan hoach khong cat nhau. Muc cudi ciing trinh bay nhiéu cach

khac nhau déu thu duge s6 Catalan tit tam giac Pascal.

Luan van dugc hoan thanh duéi sy huéng dan tan tinh cuia PGS. TS.
Dam Van Nhi. TAc gid xin bay té long biét on sau sic t6i thay da tan
tam truyen dat kién thic, giap dé tac gid hoan thanh luan van nay.

Trong qué trinh hoc tap va lam luan van, tac gia nhan duge sy quan
tam, giap do cia Khoa Toan, Truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén, cac thay co da tham gia gidng day 16p cao hoc Toan K8YB.
Tac gia xin chan thanh cam on sy giap dé quy bau do.

Thar Nguyén, thang 6 nam 2016

Hoc vién

Phan Bich Hoai



Chuong 1
Kién thitc chuan bi

Chiing toi bat dau luan van bang cach trinh bay cac cong cu can thiét
dé xay dung s6 Catalan. Dang tong quat ctia s6 Catalan c6 thée dugce xay
dung thong qua phuong phap ham sinh. Nhung truée khi bat dau véi
phuong phap ham sinh, ta can nhéc lai cac dinh nghia vé 4nh xa, quy
tac dém, truy hoi, qui nap, chudi Maclaurin, chudi lity thita hinh thec.
No6i dung ctia chuong nay duge tham khéo trong cac tai lieu [1, 2] va

nhicu tai lieu khac.

1.1 Quan hé tuong duong va anh xa

1.1.1 Quan hé tuong ducng

Gia thiét tap X # (). Tich Décac X x X duge dinh nghia nhu duéi
day:
X x X ={(z,y)|z,y € X}.

Dinh nghia 1.1.1. Tap con S cia X x X duge goi la mot quan hé hai
ngoi trong X néu (x,y) € S, khi d6 ta néi x ¢ quan hé S vdiy va viét
xSy.

Dinh nghia 1.1.2. Gia thiét X # () va S # 0 1a mot quan hé hai ngoi
trong X. Quan hé S dugc goi 1a mot quan hé tuong duong trong X néu

n6 thoéa man ba diéu kién sau day:

(i) (Phan xa) V6i moi x € X ¢6 zSz.
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(ii) (D61 xtng) V6i moi z,y € X, néu c6 xSy thi cling c¢6 ySz.
(iii) (B&c cau) Véi moi z,y, 2z € X, néu ¢6 Sy va ySz thi cling ¢6 xSz,

Khi § la mdét quan hé tuong duong trong X thi ta thuong ky hiéu ~
thay cho S. Dat C(x) = {y € X|y ~ x} va goi né 1a mot Idp tuong duong

v6i o lam dai dién. D& dang chi ra cac tinh chat sau:

Tinh chat 1.1.3. Gid s& ~ la quan hé tuong duong trong X # 0. Khi
do

Vi moi x € X ¢ x € C(x).

(1)

(2) Voi moiy,z€ C(x) c6y~zviy,z~x.

(3) Vai moi x,y € X, ¢ hoge C(x) N C(y) =0 hodgc C(x) = C(y).
(4)

1.1.2 Anh xa va phép toan

Gia thiét tap X va tap Y deéu khéac rong. Tich Décic X x Y dudgc
dinh nghia nhu sau:

X xY ={(z,y))lre X,ye Y}

S6 phan ti ctia tap X hitu han goi 1a lyc lugng ctia X va dugce ky hiéu
béi | X|.

Meénh dé 1.1.4. Néu |X| =m va |Y| =n déu la nhiing s6 hiu han thi
X xY|=|X|.|Y|=mn.

Dinh nghia 1.1.5. Mot quy tic f dat tuong tng méi phan tt z € X
v6i mot phan tit xac dinh duy nhat y € Y dudce goi 1a mot dnh za va
duoe bidu dién thanh

f: X =Y r—y=f(x).

Tap X dudc goi 1a tap nguon hay mién zdc dinh, tap Y dudc goi 1a tap
dich hay mién gid tri cia dnh xa f. Phan tit y = f(z) ducc goi la dnh

cua x va x duge goi la tao dnh cua y.
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Dinh nghia 1.1.6. Hai 4nh xa f,¢g : X — Y dudc goi 1a bang nhau
va duge viét f = g néu f(z) = g(z) v6i moi x € X. Anh xa id : X —
X,z — z, dudc goi 1a anh xa dong nhat. V6i tap con A C X, anh xa
i A— X,a— a, duge goi la phép nhing chim.

Dinh nghia 1.1.7. Anh xa f : N - R,n — a, = f(n), con duge goi
1a mot day so. Tap tat ca cac anh a, duge goi la day (a,) v6i s6 hang
thit n 1a a,. Day (a,) dudc goi 1a mot cap s6 cong néu cé s6 cd dinh d
dé ap+1 = a, + d véi moi n € N. Trong truong hop nay d con dudc goi

1a cong sai ctia cap s6 cong (ay).

Dinh nghia 1.1.8. Xét day s6 (a,). Day (a,) dudc goi 1a mot cap so
nhan néu cé s6 c6 dinh ¢ dé a,.1 = a,.q v6i moi n € N. Trong truong

hop nay ¢ con duge goi 1a cong boi ciia cap s6 nhan (ay,).

Dinh nghia 1.1.9. Cho hai tap hop khac réng X vaY. Anhxa f : X —
Y dugc goi 1a mot don dnh néu moi a,b € X, a # b thi f(a) # f(b). Khi
f 1a mot don anh thi ta thuong néi rang, f 1a anh xa 1-1 tu X vao Y.
Anhxa f: X — Y dugc goi 1a mot toan dnh néu véi méi y € Y déu ton
taix € X déy = f(z). Khi f 1a mot toan anh thi ta thudng noi rang, f
la anh xa tit X lén Y. Chu ¥ rang, trong truong hgp nay ta co f(X) =Y
hay Imf =Y.

Dinh nghia 1.1.10. Cho hai tap hop khéac réng X va Y. Anh xa f :
X — Y dugc goi 1a mot song dnh néu f dong thoi vita 1a don anh va

ciing la toan anh.

Su lién quan gitta luc lugng tap hop va anh xa qua cac chu y sau day:
Xét anh xa f: X — Y véi | X|,|Y] < oo. Khi do6

(1) Néu f 1a don anh thi | X| < |Y].
(2) Néu f 1a toan anh thi | X| > |Y].

(3) Néu f la song anh thi

X[ =1Y].



1.1.3 Nguyén ly Bu-Tru

Khi xét bai toan t6 hgp, ta thuong phai dém xem cé bao nhiéu cau
hinh c6 thé tao ra véi nhitng yéu cau dit trude. Noi chung, dé dém cac
cau hinh da cho nguoi ta tim cach dua cac cau hinh vé loai quen thuoc

qua viéc phan ra thanh cac 16p dé ap dung nguyen 1y cong dudi day:
|AU B| =|A|+ |B| — |AN B|.

Tong quéat nguyen 1y cong ta c6 Nguyen 1y Bu-Trit. Céi kho ciia viéc van
dung nguyéen 1y Bu-Trit 14 viec phan 16p nhu thé nao dé dé dang c¢6 dudc

cac sb dém.

Gia st Ay,..., A, 1a nhitng tap con cta tap A. Céac s6 s, dugc xac
dinh qua
so = |4
sio= A+ [Ag] + -+ [Ay]
S9 = |A1ﬂA2‘+|A1ﬂA3‘—|—'-°—|—|An_1ﬂAn|
S = Z |Ai1mAi2ﬂ"'ﬂAik|

1<iy <ig<-<ixr<n

sn = |ANAsn--N A

va cac sO e, dude dinh nghia bdi: e;. 1a s6 tat ca cac phan ti ctia A chita
trong ding k tap con trong s6 cac tap con Ai, ..., A,. Ta sé tim quan
he gitta cac sd s; va e;. Trude tién ta ching minh mot két qua rat dep

sau day:

Dinh 1y 1.1.11 (Nguyeén ly Bu-Trt). Cho cdc tap hiu han Ay, ..., A,.
Khi do

Al = D 1al= D0 JAnAl+ D [ANANA
=1 =1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

= ) Al
1=1
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Chitng minh. Ta ching minh bang phuong phap qui nap. Truéc tién
ta thay n = 1 két luan dang. V6i n = 2, xét hai tap hop A, B véi luc
lugng hitu han. Néu AN B = () thi hién nhién |A U B| = |A| + | B|. Néu
C=ANB#0thitact AUB=(A\B)UCU(B\ A). Vi cac tap nay
doi mot giao nhau bang rong, nén |AU B| = |A\ B| + |C| + |B\ A|. Vi
AVB] = 4] C1 & [B\A| = Bl |C}, nen |AUB| = A+ 8] [C], (1),

Khi n > 2 gia thiét két luan dang cho n — 1 tap. Dat A = U A;. Theo
1=1

cong thic (1) ta c6
[UJAil =AU Ax] = [A] + |Au] = [AN A, .
i=1
St dung gia thiét qui nap cho |A| va |[ANA,| sé nhan dugc cong thic. [

Hé qua 1.1.12. eg = sop—s1+59—- - -+ (—1)"sy; S0 = ept+e1+ea+- - -+ey.

Chitng minh. Hién nhién ey = |A| — | U A;| va theo Dinh Iy 1.1.11 ta
1=1

nhan dugc eg = sop—s1+52—---+(—1)"s,. Vi |A| =|A\ U A+ U Al
i=1 i=1
nén ta nhan dugc so =eg+e1+ex+ -+ e,. ]

Vi du 1.1.13. C6 bao nhiéu s6 ty nhienn € A = {1,2,...,105} ¢6 udc
chung khong tam thuong véi s6 105.

Loi gidi. Viét 105 = 3.5.7. S6 ty nhién n c6 uéc chung khong tam
thuong v6i s6 105 phai chia hét cho hoac 3 ho#ic 5 hodc 7. Ky hieu
As = {3klk e N} C A, A5 = {bk|k € N} C A va A; = {Tk|k € N} C A.

1 1 1
To 6 Ay = [50) = 35,14s] = [5] = 21|47 = [2] = 15; va
105 105 105
[As N As| = |5 ] =7, |f;185 Arl = |57l =5 14N A = [o-] = 3.

Tinh |A3 N A5 N A7 = [ﬁ] = 1. S6 T cac s6 thuoc A c6 uée chung

khong tam thuong véi s6 105 1a
— |A3UAsUAg| = (35 +21 +15) — (T+5+3) +1 =57,

Vay T = 57. O



